En modell for priset pa en aktie

Projektarbete i kursen

Vardagslivets mysterier forklarade 2006

Andreas Brodin

ABSTRACT. Att kunna férutsiga hur priset pa en aktie &ndras med
tiden skulle vara stort. En modell som anvands av olika finansiella
institut och som beskrivs i denna text bygger pa sa kallad Brownsk
rorelse. Modellen leder till 16sningskurvor som har likheter med dkta
matematiska fraktaler.

1. Matematiska forberedelser

For den som Onskar veta mer om hur man berdknar kurvors lutning finns
det otaliga bocker skrivna i &mnet matematisk analys. En introduktion
som anvands pa de inledande analyskurserna vid bland annat Umea och
Linképings universitet d&r Adams [Ada06).

Lutning. Kurvan y = f(z) i bild 1 har jimna former. En sa kallad
sekantlinje till kurvan gar genom punkterna (a, f(a)) och (b, f(b)). Tank

y-axel
A y=flx]
—So
a b ¥-axel

bild 1



y-axel
tangentlinje

s T

]
a ¥-axel

bild 2

y=11x)

bild 3

er att b flyttas ndrmare a. Nar b uppgar i a blir sekantlinjen en tangentlinje
till kurvan i punkten (a, f(a)).

Denna tangentlinjes lutning ﬁ—g definierar kurvans lutning i punkten
(a, f(a)).I bild 3 &r en funktion ritad som har en kant dir x = a.

Lat b vara storre &n a, b > a, och studera igen en sekantlinje genom
punkterna (a, f(a)) och (b, f(b)). Om b flyttas ndrmare a bildas en resul-
terande linje med lutning som &r storre an 0. Se bild 4.

Om b daremot hela tiden ar mindre &n a, b < a, och b flyttas nadrmare
a genereras en linje med lutning mindre &n 0. Se bild 5.

I detta fall sdger man att kurvan inte har nagon lutning i punkten

(a,9(a)).
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En kurva utan lutning i ndgon punkt. En svensk matematiker, Helge
von Koch (1870-1924) [Koc06], konstruerade en kurva utan lutning nagonstans
pa kurvan. Se figur 6.

Satter man ihop tre stycken sadana av Koch konstruerade kurvdelar
som sidorna i en liksidig triangel sa bildas nagot som liknar en snoflinga
och denna kurva &r kdnd som von Kochs snoflinga. Pa sidan 5 ses en
sadan ritad med ett sa kallat itererande funktionssystem.

Kurvan har ocksa andra speciella egenskaper. En &r att delar i den
ar sjalv-likformiga. Ett mindre avsnitt av kurvan har samma egenskaper



bild B

som den stora kurvan. Forstoras till exempel kurvan pa intervallet mellan
0 och %, tre ganger sa blir resultatet hela kurvan i bild 6.

Andra kurvor med speciella och makabra egenskaper, sa kallade matem-
atiska monster, har konstruerats som exempel eller snarare motexempel
till vad man tycker borde vara normalt. Méanga insag tidigt att dessa
monster dven aterfinns i naturen i olika former men utvecklingen och
anvandandet av dessa tog fart forst med B. Mandelbrots bok ” The fractal
form of nature” [Man82] fér 30 ar sedan.

2. En modell for priset pa en aktie

Historisk bakgrund till modellen. R. Brown [Bro28] studerade under
aren 1826 och 1827 pollenpartiklar i vatten. Bland annat kom han fram
till att sparet som en partikel fardas pa &r irreguljar och inte i nagon punkt
pa banan har sparet en lutning.

Ar 1900 forsokte L. Bachelier [Bac64] beskriva en aktiekurs matem-
atiskt med resultat som liknade Browns partiklars rorelse. A. Einstein
[Ein05] utvidgade Bacheliers idéer 1905 men det var inte férrén 1920 som
N. Wiener [Wie23] visade att under vissa forutsdttningar, en sa kallad
slumpvandring, sa blir verkligen rorelsen den som Brown, Bachelier och
Einstein studerat. Ett mojligt spar fran en sa kallad Wienerprocess med
start i origo syns i bild 8.
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Modellen. Séatter vi in en viss summa pengar pa ett bankkonto med
ranta r sa kommer virdet av pengarna V() att bero pa tiden ¢ enligt den
sa kallade differentialekvationen

av

— =rdt. 2.1

=T (2.1)
Forhallandet (2.1) betyder att pengasumman véxer proportionellt mot
hur mycket pengar som sétts in pa kontot. Sag att den arliga réantan ar
5%. Med 100 kr insatta under aret blir da rantan 50 kr, och med 1000 kr
blir réantan 50 kr. Se bild 9.
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Lat P(t) vara priset for en aktie vid tiden ¢. En vanlig modell f6r hur
priset utvecklas foljer den sa kallade stokastiska differentialekvationen

dpP
- = dt + cdW (2.2)

dér p och o ar konstanter. Den relativa prisforandringen % ar hér under
ett O6gonblick dt summan av en stabil "réanta” p och en slumpvariation
vars storlek styrs av o.

Med priset 1 kr vid tiden 0 ger denna modell en typisk prisutveckling
for aktien enligt kurvan i bild 10.

Man kan visa, se t.ex. Oksendahl [003], att ”de allra flesta” 16sningskurvorna
inte har lutning nagonstans. Kurvan uppvisar ockséa ett visst matt av
sjalv-likformighet. Det vill sdga att om vi forstorar en mindre del av kur-
van sa liknar den hela kurvan. Mandelbrot [Man82] har studerat verkliga
aktiepriskurvor och funnit bade avsaknad av lutning och ett visst matt av
sjalv-likformighet &ven i dessa.

Fragor som denna modell kan svara pa &r till exempel vad sannolikheten
ar att aktiekursen ligger pa mellan 5 kr och 7 kr efter en viss tid. Modellen
anvands av olika finansinstitut vid prisséttning av finansiella instrument
som obligationer och koprattigheter.

Svar pa fragorna ges ofta efter att ett omrades area ridknas ut. Det
kommer sig av att det ar mojligt att visa att delar av Wienerprocessens
utfall direkt kan hanforas till storleken pa vissa omraden.



Modellen har givetvis begransningar. Vad modellen ar speciellt dalig
pa att modellera ar stora fordndringar i aktiekursen. Som vi vet kan en
akties viarde bara 6ver nagon dag falla ndstan obegransat och med denna
modell ar ett sidant skeende ej sannolikt.
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